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Vorwort

Dieses Skript entstand parallel zu den Vorlesungen Algorithmische Bioinformatik I
und Algorithmische Bioinformatik II, die im Wintersemester 2001/2002 sowie im
Sommersemester 2002 für Studenten der Bioinformatik und Informatik sowie ande-
rer Fachrichtungen an der Technischen Universität München im Rahmen des von
der Ludwig-Maximilians-Universität und der Technischen Universität gemeinsam
veranstalteten Studiengangs Bioinformatik gehalten wurde. Einige Teile des Skripts
basieren auf der bereits im Sommersemester 2000 an der Technischen Universität
München gehaltenen Vorlesung Algorithmen der Bioinformatik für Studierende der
Informatik.

Das Skript selbst umfasst im Wesentlichen die grundlegenden Themen, die man im
Bereich Algorithmische Bioinformatik einmal gehört haben sollte. Die vorliegende
Version bedarf allerdings noch einer Ergänzung weiterer wichtiger Themen, die leider
nicht in den Vorlesungen behandelt werden konnten.

An dieser Stelle möchte ich insbesondere Hamed Behrouzi, Michael Engelhardt und
Peter Lücke danken, die an der Erstellung des ersten Teils dieses Skriptes (Kapitel 2
mit 5) maßgeblich beteiligt waren. Bei Sabine Spreer möchte ich mich für die Unter-
stützung bei Teilen des siebten Kapitels bedanken. Bei meinen Übungsleitern Jens
Ernst und Moritz Maaß für deren Unterstützung der Durchführung des Übungs-
betriebs, aus der einige Lösungen von Übungsaufgaben in dieses Text eingeflossen
sind. Bei Hanjo Täubig möchte ich mich für die Mithilfe zur Fehlerfindung bedanken,
insbesondere bei den biologischen Grundlagen.

Falls sich dennoch weitere (Tipp)Fehler unserer Aufmerksamkeit entzogen haben
sollten, so bin ich für jeden Hinweis darauf (an heun@in.tum.de) dankbar.

München, im September 2002 Volker Heun
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2.6 Suffix-Tries und Suffix-Bäume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.6.1 Suffix-Tries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.6.2 Ukkonens Online-Algorithmus für Suffix-Tries . . . . . . . . . 81

2.6.3 Laufzeitanalyse für die Konstruktion von T n . . . . . . . . . . 83

2.6.4 Wie groß kann ein Suffix-Trie werden? . . . . . . . . . . . . . 83
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3.6 Konstruktion von Ähnlichkeitsmaßen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

3.6.1 Maximum-Likelihood-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

3.6.2 PAM-Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I/II WS2001/2002 & SS 2002



Inhaltsverzeichnis vii

4 Mehrfaches Sequenzen Alignment 155
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Mehrfaches Sequenzen Alignment

4.1 Distanz- und Ähnlichkeitsmaße

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der gleichzeitigen Ausrichtungen mehrerer
(mehr als zwei) Sequenzen beschäftigen.

4.1.1 Mehrfache Alignments

Zuerst müssen wir mehrfache Alignments sowie deren Distanz bzw. Ähnlichkeit ana-
log wie im Falle paarweiser Sequenzen Alignments definieren.

Definition 4.1 Seien s1, . . . , sk ∈ Σ∗. Eine Folge s1, . . . , sk heißt mehrfaches
Sequenzen Alignment (MSA) für die Sequenz s1, . . . , sk, wenn gilt:

• |s1| = · · · = |sk| = n,

• s1,i = s2,i = · · · = sk,i ⇒ s1,i 6= −,

• sj|Σ = sj für alle j ∈ [1 : k].

4.1.2 Alignment-Distanz und -Ähnlichkeit

Definition 4.2 Sei w : Σ
k
→ R+ eine Kostenfunktion für ein Distanzmaß bzw.

Ähnlichkeitsmaß eines k-fachen Sequenzen Alignments (s1, . . . , sk) für s1, . . . , sk,
dann ist

w(s1, . . . , sk) :=
n∑

i=1

w(s1,i, . . . , sk,i)

mit n = |s1| die Distanz bzw. Ähnlichkeit des Alignments (s1, . . . , sk) für
s1, . . . , sk.

Wie im Falle paarweiser Sequenzen Alignments sollte die Kostenfunktion wieder den
wesentlichen Bedingungen einer Metrik entsprechen. Die Kostenfunktion w sollte

Version 0.96 Fassung vom 14. Mai 2003



156 Kapitel 4. Mehrfaches Sequenzen Alignment

wiederum symmetrisch sein:

w(a1, . . . , ak) = w(aπ1, . . . , aπk
)

für eine beliebige Permutation π = (π1, . . . , πk) ∈ S([1 : k]). Weiter sollte die
Dreiecks-Ungleichung gelten:

w(a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , ak)

≤ w(a1, . . . , ai, . . . , x, . . . , ak) + w(a1, . . . , x, . . . , aj, . . . ak).

Weiterhin sollte auch wieder die Definitheit gelten:

w(a1, . . . , ak) = 0 ⇔ a1 = . . . = ak.

Eine Standardkostenfunktion ist die so genannte Sum-of-Pairs-Funktion:

w(a1, . . . , ak) =

k∑

i=1

k∑

j=i+1

w̃(ai, aj),

wobei w̃ : Σ× Σ→ R+ eine gewöhnliche Kostenfunktion für Alignment- oder Ähn-
lichkeitsmaße eines paarweisen Alignments ist. Hierbei nehmen wir jedoch an, dass
w̃(−,−) = 0.

Dies impliziert den Abstand oder Ähnlichkeit für mehrfache Alignments:

w(s1, . . . , sk) :=

k∑

i=1

k∑

j=i+1

w̃(si, sj).

Definition 4.3 Ein mehrfaches Sequenzen Alignment (s1, . . . , sk) ∈ Σ
n

für
s1, . . . , sk ∈ Σ∗ heißt optimal, wenn

w(s1, . . . , sk) = min{w(t1, . . . , tk) | (t1, . . . , tk) ist ein MSA für s1, . . . , sk}.

Dann ist dw(s1, . . . , sk) := w(s1, . . . , sk) die mehrfache Alignment-Distanz bzw.
-Ähnlichkeit von s1, . . . , sk.

Wir merken hier noch an, dass wir im Folgenden meist als Kostenfunktion die oben
erwähnte Sum-of-Pairs-Kostenfunktion verwenden werden. Das zugehörige Distanz
bzw. Ähnlichkeitsmaß wird dann oft auch als Sum-of-Pairs-Maß oder kurz SP-Maß
bezeichnet.
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4.2 Dynamische Programmierung

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Methode der Dynamischen Program-
mierung von paarweisen auf mehrfache Sequenzen Alignments. Aufgrund der großen
Laufzeit ist dieses Verfahren aber eher von theoretischem Interesse.

4.2.1 Rekursionsgleichungen

Im Folgenden sei D[~x] für ~x = (x1, . . . , xk) ∈ Nk
0 der Wert eines optimalen mehrfa-

chen Sequenzen Alignments für s1,1 · · · s1,x1 , s2,1 · · · s2,x2, . . . sk−1,1 · · · sk−1,xk−1
und

sk,1 · · · sk,xk
. Der folgende Satz lässt sich analog wie für das paarweise Sequenzen

Alignment beweisen.

Theorem 4.4 Seien s1, . . . , sk ∈ Σ∗. Es gilt für ~x ∈ [1 : |s1|]× · · · × [1 : |sk|]:

D[~x] := min{D[~x− ~η] + w(~x • ~η) | ~η ∈ [0 : 1]k \~0}.

Hierbei ist

(x1, . . . , xk) • (η1, . . . , ηn) = (s1,x1 ⊗ η1, . . . , sk,xk
⊗ ηk) mit

a⊗ 0 = −
a⊗ 1 = a

für a ∈ Σ.

Nun stellt sich noch die Frage, wie die Anfangswerte für ~x ∈ [0 : n]k \ [1 : n]k eines
solchen mehrfaches Sequenzen Alignments aussehen. Dies wird am Beispiel von drei
Sequenzen im folgenden Bild erklärt.

t

s

u

Paarweises Alignment von s und t

Paarweises Alignment von s und u

Paarweises Alignment von t und u

Abbildung 4.1: Skizze: Anfangswerte für ein 3-faches Sequenzen-Alignment

Für ein 3-faches Sequenzen Alignment von s1, s2 und s3 mit ni = |si| für alle
i ∈ [1 : 3] wollen wir noch explizit die Rekursionsformeln und Anfangsbedingun-
gen angeben. Es gilt dann für eine globales mehrfaches Sequenzen Alignment mit
(i, j, k) ∈ [1 : n1]× [1 : n2]× [1 : n3]:

D[0, 0, 0] = 0,
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D[i, 0, 0] = D[i− 1, 0, 0] + w(s1
i ,−,−),

D[0, j, 0] = D[0, j − 1, 0] + w(−, s2
j ,−),

D[0, 0, k] = D[0, 0, k − 1] + w(−,−, s3
k),

D[i, j, 0] = min





D[i− 1, j, 0] + w(s1
i ,−,−),

D[i, j − 1, 0] + w(−, s2
j ,−),

D[i− 1, j − 1, 0] + w(s1
i , s

2
j ,−)



 ,

D[i, 0, k] = min





D[i− 1, 0, k] + w(s1
i ,−,−),

D[i, 0, k − 1] + w(−,−, s3
k),

D[i− 1, 0, k − 1] + w(s1
i ,−, s

3
k)



 ,

D[0, j, k] = min





D[0, j − 1, k] + w(−, s2
j ,−),

D[0, j, k − 1] + w(−,−, s3
k),

D[0, j − 1, k − 1] + w(−, s2
j , s

3
k)



 ,

D[i, j, k] = min





D[i− 1, j, k] + w(s1
i ,−,−),

D[i, j − 1, k] + w(−, s2
j ,−),

D[i, j, k − 1] + w(−,−, s3
k),

D[i− 1, j − 1, k] + w(s1
i , s

2
j ,−),

D[i− 1, j, k − 1] + w(s1
i ,−, s

3
k),

D[i, j − 1, k − 1] + w(−, s2
j , s

3
k),

D[i− 1, j − 1, k − 1] + w(s1
i , s

2
j , s

3
k)





.

Hierbei ist w : Σ
3
→ R+ die zugrunde gelegte Kostenfunktion. Für das Sum-Of-

Pairs-Maß gilt dann: w(x, y, z) = w′(x, y) + w′(x, z) + w′(y, z), wobei w′ : Σ
2
→ R+

die Standard-Kostenfunktion für Paare ist.

Die Übertragung auf z.B. semi-globale oder lokale mehrfache Alignments sei dem
Leser zur Übung überlassen.

4.2.2 Zeitanalyse

Für die Zeitanalyse nehmen wir an, dass |si| = Θ(n) für alle i ∈ [1 : k] gilt. Wir
überlegen uns zuerst , dass die gesamte Tabelle Θ(nk) viele Einträge besitzt. Für
jeden Eintrag ist eine Minimumsbildung von 2k − 1 Elemente durchzuführen, wobei
sich jeder Wert in Zeit Θ(k2) berechnen lässt (wenn wir dass SP-Maß zugrunde
legen). Insgesamt ist der Zeitbedarf also O(k2 ∗ 2k ∗ nk).

Dies ist leider exponentiell und selbst für moderat große k inakzeptabel. Für k = 3
ist dies gerade noch verwendbar, für größere k in der Regel unpraktikabel (außer die
Sequenzen sind sehr kurz).
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Leider gibt es für die Berechnung eines mehrfachen Sequenzen Alignment kein effizi-
entes Verfahren. Man kann nämlich nachweisen, das die Entscheidung, ob eine gege-
bene Menge von Sequenzen, ein mehrfaches Alignment besitzt, das eine vorgegebene
Distanz unterschreitet (oder Ähnlichkeit überschreitet), NP-hart ist. Nach gängiger
Lehrmeinung lassen sich NP-harte Probleme nicht in polynomieller Zeit lösen, so
dass eine Berechnung optimaler mehrfacher Sequenzen Alignments praktisch nicht
effizient lösbar ist.

4.3 Alignment mit Hilfe eines Baumes

Da die exakte Lösung eines mehrfachen Alignments, wie eben angedeutet, in aller
Regel sehr schwer lösbar ist, wollen wir uns mit so genannten Approximationen
beschäftigen. Hierbei konstruieren wir Lösungen, die nur um einen bestimmten Fak-
tor von einer optimalen Lösung entfernt ist.

4.3.1 Mit Bäumen konsistente Alignments

Dazu definieren wir zuerst mit Bäumen konsistente Alignments.

Definition 4.5 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ und sei
M = (s1, . . . , sk) ein mehrfaches Sequenzen Alignment für S. Das Paar (si, sj)
heißt von M induziertes paarweises Alignment.

In der Regel werden wir bei induzierten Alignments annehmen, dass Spalten, die
nur aus Leerzeichen − bestehen, gestrichen werden, da wir bei paarweisen Sequen-
zen Alignments solche Spalten verboten haben. Wir bemerken hier noch einmal,
dass die Distanz bzw. Ähnlichkeit dadurch nicht verändert wird, da wir hier für die
Kostenfunktion annehmen, dass w(−,−) = 0 gilt.

Definition 4.6 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ und sei
T = (S,E) ein Baum. Ein mehrfaches Sequenzen Alignment (s1, . . . , sk) für S ist
konsistent mit T , wenn jedes induzierte paarweise Sequenzen Alignment (si, sj)
für (si, sj) ∈ E optimal ist.
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AGCT

AGGT

AGAT

GATA

AGTA AGATA

A G G T -

A G C T -

A G - T A
A G A T A

A G A T -

- G A T A

Abbildung 4.2: Skizze: mehrfaches Alignment, das mit einem Baum konsistent ist

4.3.2 Effiziente Konstruktion

Lemma 4.7 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ und sei
T = (S,E) ein Baum. Ein mehrfaches Sequenzen Alignment für S, das konsistent
zu T ist, lässt sich in Zeit O(kn2) konstruieren, wobei |si| = Θ(n) für i ∈ [1 : k].

Beweis: Wir führen den Beweis mittels Induktion über k.

Induktionsanfang (k = 0, 1, 2): Hierfür ist die Aussage trivial.

Induktionsschritt (k → k + 1): Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei sk+1

ein Blatt von T und sk adjazent zu sk+1 in T .

Nach Induktionvoraussetzung existiert ein mehrfaches Alignment (s1, . . . , sk) für
s1, . . . , sk, das konsistent zu T ist. Dieses wurde in Zeit O(kn2) konstruiert.

s1

sk

T T ′

sk

sk+1

�

�

Abbildung 4.3: Skizze: Induktionsvoraussetzung

Wir berechnen ein optimales paarweises Alignment (s̃k, s̃k+1) von sk mit sk+1 in Zeit
O(n2). Dann erweitern wir das mehrfaches Sequenzen Alignment um das Alignment
(s̃k, s̃k+1) wie in der Abbildung angegeben. Dazu müssen wir im Wesentlichen nur
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sk

s̃k

s̃k+1

x

x -

- -

y

y

x

x

y

y

x

x

y-

y

Kein Problem Füge − ein

Füge − ein

Abbildung 4.4: Skizze: Erweiterung des mehrfaches Sequenzen Alignments

die Zeile s̃k+1 hinzufügen, wobei wir in der Regel sowohl in s̃k+1 als auch im bereits
konstruierten mehrfachen Sequenzen Alignment Leerzeichen einfügen müssen. Diese
bestimmen sich im Wesentlichen aus dem Paar (sk, s̃k). Wir fügen im Prinzip so
wenig wie möglich Leerzeichen hinzu, so dass w(sk, s̃k) = 0 wird.

Somit können wir mehrfache Alignments, die zu Bäumen konsistent sind sehr effi-
zient konstruieren. Im Weiteren wollen wir uns damit beschäftigen, wie gut solche
mehrfachen Alignments sind.

4.4 Center-Star-Approximation

In diesem Abschnitt wollen wir ausgehend von dem im letzten Abschnitt vorgestell-
ten Verfahren zur Konstruktion von mehrfachen Sequenzen Alignments mit Hilfe
von Bäumen einen Algorithmus vorstellen, der ein mehrfaches Sequenzen Alignment
bestimmter Güte konstruiert.

4.4.1 Die Wahl des Baumes

Bei der Center-Star-Methode besteht die Idee darin, den Baum T so zu wählen,
dass er einen Stern darstellt. Also T ∼= . Das Problem besteht nun darin, welche
Sequenz als Zentrum des Sterns gewählt werden soll.

Definition 4.8 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ. Die
Sequenz sc mit c ∈ [1 : k] heißt Center-String, wenn

∑k
j=1 d(sc, sj) minimal ist.
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162 Kapitel 4. Mehrfaches Sequenzen Alignment

4.4.2 Approximationsgüte

Sei Mc das mehrfache Sequenzen Alignment, das zu T (dem Stern mit Zentrum
sc) konstruiert ist. Dann bezeichne D(si, sj) den Wert des durch Mc induzierten
Alignments für si und sj. Es gilt

D(si, sj) ≥ d(si, sj),

D(sc, sj) = d(sc, sj),

D(Mc) =
k∑

i=1

k∑

j=i+1

D(si, sj).

Lemma 4.9 Es gilt:

D(si, sj) ≤ D(si, sc) +D(sc, sj) = d(si, sc) + d(sc, sj)

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus der folgenden Abbildung unter Berück-

Mc

Bem: ∗ ∈ Σc:

i:

j:

*

*

*

w(si,p; ti,p) ≤ w(si,p; sc,p) + w(sc,p; sj,p)

*

*

-

∆-Ungleichung

*

-

-
w(−,−) = 0

-

*

*

w(si,p; ti,p) ≤ w(si,p; sc,p) + w(sc,p; sj,p)

-

*

-

w(−, ∗) ≤ w(−, ∗) + w(−,−)

Abbildung 4.5: Skizze: Beweis

sichtigung, dass für w die Dreiecksungleichung gilt.

Erinnerung : D(s, t) = w(s, t) =
∑|s|

i=1 w(si, ti).

Sei M∗ ein optimales mehrfaches Sequenzen Alignment für S und sei D∗(si, sj) der
Wert des durch M ∗ induzierten paarweisen Alignments für si und sj. Dann gilt:

d(s1, . . . , sk) = D(M∗) =
k∑

i=1

k∑

j=i+1

D∗(si, sj).
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Theorem 4.10 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen und T = (S,E)
ein Stern, dessen Zentrum der Center-String von S ist. Sei Mc ein mehrfaches
Sequenzen Alignment, das zu T konsistent ist, und M ∗ ein optimales mehrfaches
Sequenzen Alignment von S. Dann gilt:

D(Mc)

D(M∗)
≤ 2−

2

k
.

Beweis: Zuerst eine Vereinfachung:

D(M∗) =

k∑

i=1

k∑

j=i+1

D∗(si, sj) =
1

2

k∑

i=1

k∑

j=1

D∗(si, sj),

D(Mc) =

k∑

i=1

k∑

j=i+1

D(si, sj) =
1

2

k∑

i=1

k∑

j=1

D(si, sj).

Dies folgt aus der Tatsache, dassD(si, si) = 0 = D∗(si, si) sowieD(si, sj) = D(sj, si)
und D∗(si, sj) = D∗(sj, si).

Dann gilt für den Quotienten:

D(Mc)

D(M∗)
=

1
2

∑k
i=1

∑k
j=1D(si, sj)

1
2

∑k
i=1

∑k
j=1D

∗(si, sj)

da D(si, si) = 0

=

∑k
i=1

∑k
j=1
j 6=i

D(si, sj)
∑k

i=1

∑k
j=1D

∗(si, sj)

mit Lemma 4.9 und D∗(si, sj) ≥ d(si, sj)

≤

∑k
i=1

∑k
j=1
j 6=i

[d(si, sc) + d(sc, sj)]
∑k

i=1

∑k
j=1 d(si, sj)︸ ︷︷ ︸

minimal füri=c

Nach Wahl von sc

≤
(k − 1)

∑k
i=1 d(si, sc) + (k − 1)

∑k
j=1 d(sc, sj)

∑k
i=1

∑k
j=1 d(sc, sj)

=
2(k − 1)

k
∗

∑k
i=1 d(si, sc)∑k
j=1 d(sc, sj)︸ ︷︷ ︸

=1
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=
2k − 2

k

= 2−
2

k
.

4.4.3 Laufzeit für Center-Star-Methode

Wie groß ist die Laufzeit der Center-Star-Methode? Für die Bestimmung des Centers
müssen wir für jede Sequenz die Summe der paarweisen Distanzen zu den anderen
Sequenzen berechnen. Dies kostet pro Sequenz (k − 1) · O(n2) = O(kn2). Für alle
Sequenzen ergibt sich daher O(k2n2). Für die Konstruktion des mehrfachen Sequen-
zen Alignments, das konsistent zum Stern mit dem gewählten Center-String als
Zentrum ist, benötigen wir nur noch O(kn2).

Der Gesamtzeitbedarf ist also O(k2n2), wobei die meiste Zeit für die Auswahl des
Zentrums verbraucht wurde.

Theorem 4.11 Die Center-Star-Methode liefert eine (2− 2
k
)-Approximation für

ein optimales mehrfaches Sequenzen Alignment für k Sequenzen der Länge Θ(n)
in Zeit O(k2n2).

4.4.4 Randomisierte Varianten

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass man nur einige Zentren ausprobieren muss und
dann bereits der beste der ausprobierten Zentrum schon fast eine 2-Approximation
liefert. Wir können also die Laufzeit noch einmal senken.

Theorem 4.12 Für r sei C(r) die erwartete Anzahl von Sternen, die zufällig
gewählt werden müssen, bis das beste mehrfache Sequenzen Alignment, der mit der
Center-Star-Methode und den gewählten Zentren, eine (2 + 1

r−1
)-Approximation

ist. Dann ist C(r) ≤ r.

Für den Beweis (und den nächsten Satzes) benötigen wir das folgende Lemma.

Theorem 4.13 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen. Es existieren
mehr als

⌊
k
r

⌋
Sterne mit M(i) ≤ 2r−1

r−1
M . Hierbei ist M(i) :=

∑k
j=1 d(si, sj) und

M := min{M(i) | i ∈ [1 : k]}.
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Beweis: Wir berechnen zuerst den Mittelwert von M(i):

1

k

k∑

i=1

M(i) =
1

k

k∑

i=1

k∑

j=1

d(si, sj)

mit d(si, si) = 0

=
1

k

k∑

i=1

k∑

j=1
j 6=i

d(si, sj)

mit Hilfe der Dreiecksungleichung

≤
1

k

k∑

i=1

k∑

j=1
j 6=i

d(si, sc) + d(sc, sj)

da sc ist Zentrum eines optimalen Sterns

=
1

k
2(k − 1)M

< 2M

Wir führen den Beweis des Lemmas mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises.

Annahme: Es existieren maximal
⌊

k
r

⌋
Sterne mit M(i) ≤ 2r−1

r−1
M .

Dann gilt:

2M >
1

k

k∑

i=1

M(i)

mit Hilfe der Widerspruchsannahme

≥
1

k

(
k

r
M +

(
k −

k

r

)
2r − 1

r − 1
M

)

= M

(
1

r
+

(
1−

1

r

)

︸ ︷︷ ︸
= r−1

r

2r − 1

r − 1

)

=
M

r
(1 + 2r − 1)

= 2M.

Also gilt 2M < 2M , was offensichtlich der gewünschte Widerspruch ist.

Beweis von Satz 4.12: Im Folgenden gelte ohne Beschränkung der Allgemeinheit,
dass M(1) ≤M(2) ≤ · · ·M(k). Sei c :=

⌊
k
r

⌋
+1, dann gilt aufgrund von Lemma 4.13:

M(c) = ε ·M mit ε ∈

[
1 :

2r − 1

r − 1

]
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Damit gilt:

D(Mc)

D(M∗)
≤

1
2

∑k
i=1

∑k
j=1D(si, sj)

1
2

∑k
i=1

∑k
j=1D

∗(si, sj)

da D(sk, sj) = 0

≤

∑k
i=1

∑k
j=1
j 6=i

D(si, sj)
∑k

i=1

∑k
j=1D

∗(si, sj)

da D(si, sj) ≤ d(si, sc) + d(sc, sj) und D(si, sj) ≥ d(si, sj)

≤

∑k
i=1

∑k
j=1
j 6=i

[d(si, sc) + d(sc, sj)]
∑k

i=1

∑k
j=1 d(si, sj)

≤
2
∑k

i=1

∑k
j=1
j 6=i

d(si, sc)
∑k

i=1

∑k
j=1 d(si, sj)

da M(i) ≥M für alle i und M(i) ≥ εM für i > c ≥ k
r

≤
2(k − 1)M(c)
∑k

i=1M(i)

≤
2(k − 1) · ε ·M

k
r
·M + kr−k

r
· ε ·M

≤
2r(k − 1) · ε

k + k(r − 1) · ε

≤
2r(k − 1)

k/ε+ k(r − 1)

da ε ≤ 2r−1
r−1

≤
2r(k − 1)

k r−1
2r−1

+ k(r − 1)

≤
2r(k − 1)(2r − 1)

k(r − 1) + k(r − 1)(2r − 1)

≤
2r(k − 1)(2r − 1)

2rk(r − 1)

≤
(k − 1)

k
·
(2r − 1)

(r − 1)

≤
(2r − 1)

(r − 1)

≤ 2 +
1

(r − 1)
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Theorem 4.14 Wählt man p Sterne (d.h. ihre Zentren) zufällig aus, dann ist
das beste mehrfache Sequenzen Alignment, das von diesen Sternen generiert wird,
eine (2+ 1

r−1
)-Approximation mit der Wahrscheinlichkeit größer gleich 1−

(
r−1

r

)p
.

Beweis: Es gilt mit Lemma 4.13

Ws[ schlechter Stern︸ ︷︷ ︸
liefert keine (2 + 1

r−1
)-

Approximation

] ≤
k − k

r

k
=
r − 1

r
.

Daraus folgt sofort

Ws[Es werden p schlechte Sterne gewählt] ≤

(
r − 1

r

)p

,

und somit

Ws[Einer der p Sterne liefert (2 +
1

r − 1
)Approximation] ≥ 1−

(
r − 1

r

)p

.

Bsp: Approximation Fehler p
2,2 (r = 6) < 1% ≈ 13
2,1 (r = 11) < 1% ≈ 25

4.5 Konsensus eines mehrfachen Alignments

Nachdem wir nun Möglichkeiten kennen gelernt haben, wie wir mehrfache Sequenzen
Alignments effizient konstruieren können, wollen wir uns jetzt damit beschäftigen,
wie wir daraus eine Referenz-Sequenz (einen so genannten Konsensus-String) ablei-
ten können.
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4.5.1 Konsensus-Fehler und Steiner-Strings

Definition 4.15 Seien S = {s1, . . . , sk} Sequenzen über Σ und s′ ∈ Σ∗ eine
beliebige Zeichenreihe. Der Konsensus-Fehler von s′ zu S ist definiert durch

ES(s′) :=
k∑

j=1

d(s′, sj).

Ein optimaler Steiner-String s∗ für S ist eine Sequenz aus Σ∗ mit minimalem
Konsensus-Fehler

ES(s∗) := min{ES(s′) | s′ ∈ Σ∗}.

Im Allgemeinen ist s∗ nicht eindeutig und es gilt s∗ /∈ S. Dennoch kann s∗ in einigen
wenigen Fällen durchaus eindeutig sein bzw. s∗ ∈ S sein.

Lemma 4.16 Sei S = {s1, . . . , sk} und d sei eine Metrik. Dann existiert ein
s′ ∈ S mit

ES(s′)

ES(s∗)
≤ 2−

2

k
,

wobei s∗ ein Steiner-String für S ist.

Beweis: Wähle si ∈ S beliebig, aber fest.

ES(si) =

k∑

j=1

d(si, sj)

da d(si, si) = 0

=
k∑

j=1
j 6=i

d(si, sj)

aufgrund der Dreiecksungleichung

≤
k∑

j=1
j 6=i

d(si, s
∗) +

k∑

j=1
j 6=i

d(s∗, sj)

= (k − 1)d(si, s
∗) + ES(s∗)− d(s∗, si)

= (k − 2)d(si, s
∗) + ES(s∗).
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Sei si nun so gewählt, dass d(si, s
∗) ≤ d(sj, s

∗) für alle j ∈ [1 : k]. Dann gilt:

ES(s∗) =
k∑

j=1

d(s∗, sj)

≥
k∑

j=1

d(s∗, si)

= k · d(s∗, si)

Fassen wir beide Zwischenergebnisse zusammen, dann gilt:

ES(si)

ES(s∗)
≤

(k − 2)d(si, s
∗) + ES(s∗)

ES(s∗)

= 1 +
(k − 2)d(si, s

∗)

ES(s∗)

≤ 1 +
(k − 2)d(si, s

∗)

k · d(s∗, si)

= 1 +
k − 2

k

= 2−
2

k
.

Da für den Center-String sc gilt, dass
∑k

j=1 d(su, sj) für i = c minimal wird:

k∑

j=1

d(si, sj) ≥
k∑

j=1

d(sc, sj) = ES(sc).

Damit gilt

ES(sc) ≤ ES(si),

wobei si aus Lemma 4.16 ist. Somit erhalten wir das folgende Korollar:

Korollar 4.17 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ und sei
sc ein Center-String von S und s∗ ein optimaler Steiner-String für S, dann gilt

ES(sc)

ES(s∗)
≤ 2−

2

k
.
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Theorem 4.18 Für r sei C(r) die erwartete Anzahl von Sternen (Zentren), die
zufällig gewählt werden müssen, bis der beste Konsensus-Fehler bis auf den Faktor
(2 + 1

r−1
)vom Optimum entfernt ist. Dann gilt C(r) ≤ r.

Zum Beweis des Satze benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.19 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ .
Es existieren mehr als

⌊
k
r

⌋
Sterne mit ES(si) ≤

2r−1
r−1

ES(s∗). Hierbei ist

ES(si) :=
∑k

j=1 d(si, sj) und s∗ ist ein Konsensus-String.

Beweis: Wir berechnen zuerst den Mittelwert von E(si):

1

k

k∑

i=1

ES(si) =
1

k

k∑

i=1

k∑

j=1

d(si, sj)

mit d(si, si) = 0

=
1

k

k∑

i=1

k∑

j=1
j 6=i

d(si, sj)

mit Hilfe der Dreiecksungleichung

≤
1

k

k∑

i=1

k∑

j=1
j 6=i

d(si, s
∗) + d(s∗, sj)

da s∗ ein optimaler Steiner-String

=
1

k
2(k − 1)ES(s∗)

< 2ES(s∗)

Wir führen den Beweis des Lemmas mit Hilfe eines Widerspruchsbeweises.

Annahme: Es existieren maximal
⌊

k
r

⌋
Sterne mit ES(si) ≤

2r−1
r−1

ES(s∗).

Dann gilt:

2ES(s∗) >
1

k

k∑

i=1

ES(Si)

mit Hilfe der Widerspruchsannahme

≥
1

k

(
k

r
ES(s∗) +

(
k −

k

r

)
2r − 1

r − 1
ES(s∗)

)
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= ES(s∗)

(
1

r
+ (1−

1

r
)

︸ ︷︷ ︸
= r−1

r

2r − 1

r − 1

)

=
ES(s∗)

r
(1 + 2r − 1)

= 2ES(s∗).

Also gilt 2ES(s∗) < 2ES(s∗), was offensichtlich der gewünschte Widerspruch ist.

Beweis von Satz 4.18: Es gelte ohne Beschränkung der Allgemeinheit

ES(s1) ≤ ES(s2) ≤ · · · ≤ ES(sk).

Mit c = bk
r
c+ 1 gilt ES(Sc) ≤

2r−1
r−1
· ES(s∗).

Damit stellen Steiner-Strings also eine Möglichkeit dar, für eine Folge von Sequenzen
eine Referenz-Sequenz zu generieren.

4.5.2 Alignment-Fehler und Konsensus-String

Jetzt stellen wir eine weitere Methode vor, die auf mehrfachen Sequenzen Alignments
basiert.

Definition 4.20 Sei M = (s1, . . . , sk) ein mehrfaches Sequenzen Alignment für
S = {s1, . . . , sk}. Das Konsensus-Zeichen an der Position i ist das Zeichen x ∈ Σ
mit

k∑

j=1

w(x, sj,i) = min

{
k∑

j=1

w(a, sj,i) : a ∈ Σ

}
=: δM(i).

Zur Erinnerung : w : Σ × Σ → R+ war eine Kostenfunktion, bei der für mehrfache
Sequenzen Alignments w(−,−) = 0 gilt.

Definition 4.21 Der Konsensus-String SM eines mehrfachen Sequenzen Align-
ments M für S ist SM := s1 · · · sm, wobei si das Konsensus-Zeichen an der Posi-
tion i ist.
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Definition 4.22 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ
und sei M = (s1, . . . , sk) ein mehrfaches Sequenzen Alignment für S mit
n = |s1| = · · · = |sk|, dann ist der Alignment-Fehler einer Sequenz s ∈ Σn

definiert als

EM(s) =

k∑

j=1

n∑

i=1

w(si, sj,i),

wobei w wieder die zugrunde liegende Kostenfunktion ist. Speziell gilt dann

EM(SM) =
m∑

i=1

δM(i).

Definition 4.23 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen. Das optimale
Konsensus-MSA für S ist ein mehrfaches Sequenzen Alignment M für S mit
minimalem Alignment-Fehler

4.5.3 Beziehung zwischen Steiner-String und Konsensus-String

Wir haben jetzt mehrere Definitionen für einen Konsensus-String kennen gelernt:

• Steiner-String (ohne Mehrfaches Sequenzen Alignment!);

• Konsensus-String für ein Mehrfaches Sequenzen AlignmentM (die Optimalität
wird hierbei bezüglich minimalem Alignment-Fehler definiert);

• Konsensus-String für ein Mehrfaches Sequenzen AlignmentM (die Optimalität
wird hierbei bezüglich des Sum-of-Pairs-Maßes definiert).

Theorem 4.24 i) Sei s′ der Konsensus-String eines optimalen Konsensus-MSA
für S, dann ist s′|Σ ein optimaler Steiner-String für S.
ii) Ist M ein mehrfaches Sequenzen Alignment für S ∪ {s∗}, das konsistent zu
einem Stern mit Zentrum s∗ ist, dann ist M ohne die Zeile für s∗ ein optimales
Konsensus-MSA, wenn s∗ ein optimaler Steiner-String für S ist.

Beweis: Sei S = {s1 . . . sk} und sei M = (s1, . . . , sk) ein beliebiges mehrfaches
Sequenzen Alignment für S. Sei SM der Konsensus-String für M .
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Für das induzierte paarweise Alignment von SM mit sj gilt:

D(SM , sj) ≥ d(SM , sj)

Also gilt

EM(SM) =
n∑

i=1

δM(i)

=
n∑

i=1

k∑

j=1

w(SM,i, sj,i)

=

k∑

j=1

n∑

i=1

w(SM,i, sj,i)

=
k∑

j=1

D(SM , sj)

≥
k∑

j=1

d(SM , sj)

= ES(SM)

≥ ES(s∗).

Hierbei ist s∗ ein optimaler Steiner-String für S. Prinzipiell gilt also, dass der
Alignment-Fehler des Konsensus-Strings für M mindestens so groß ist wie dessen
Konsensus-Fehler.

Sei jetzt M∗ ein mehrfaches Sequenzen Alignment für S ∪ {s∗}, das konsistent zu
einem Stern mit Zentrum s∗ ist, wobei s∗ ein optimaler Steiner-String für S ist.

Für das induzierte Alignment s∗ mit sj gilt:

D(s∗, sj) = d(s∗, sj), (4.1)

da M konsistent zu einem Stern mit s∗ als Zentrum ist.

Sei M das mehrfache Sequenzen Alignment, das aus M ∗ durch Streichen von s∗

entsteht. Mit n = |s∗| gilt:

EM(s∗) =
n∑

i=1

k∑

j=1

w(s∗i, sj,i)

=
k∑

j=1

n∑

i=1

w(s∗i, sj,i)

︸ ︷︷ ︸
DM∗ (s∗,sj)
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=

k∑

j=1

DM∗(s∗, sj)

mit Hilfe der Gleichung 4.1

=
k∑

j=1

d(s∗, sj)

= ES(s∗).

Es gibt also ein mehrfaches Sequenzen Alignment M für S, dessen Alignment-Fehler
des zugehörigen Konsensus-Strings gleich dem Konsensus-Fehler von S ist.

Damit folgt die zweite Behauptung des Satzes, da M ein optimales Konsensus-MSA
ist, da EM(s∗) minimal ist.

Die erste Behauptung folgt, da es eine Konsensus-MSA mit Alignment-Fehler ES(s∗)
gibt und da für ein optimales Konsensus-MSA M̄ gilt:

ES(s∗) = EM̄(SM̄ )
Beh.
≥ ES(SM̄ |Σ) ≥ ES(s∗).

Also ist SM̄ |Σ auch ein optimaler Steiner-String.

Es gilt:
ES(sc)

ES(s∗)
≤ 2−

2

k
,

wobei sc ein Center-String von S ist und s∗ ein optimaler Steiner-String ist.

Fassen wir das Ergebnis dieses Abschnitts noch einmal zusammen.

Theorem 4.25 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen. Das mehrfache
Sequenzen Alignment Mc für S, das mit Hilfe der Center-Star-Methode konstru-
iert wurde, hat eine Sum-of-Pairs-Distanz, die maximal (2 − 2

k
) vom Optimum

entfernt ist, und es hat einen Alignment-Fehler, der maximal (2− 2
k
) vom Opti-

mum entfernt ist.

4.6 Phylogenetische Alignments

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie wir mit Hilfe mehrfacher Sequenzen
Alignments, die zu Sternen konsistent sind, eine Approximation für ein optimales
mehrfaches Sequenzen Alignment oder einen Konsensus-String konstruieren können.
Manchmal ist für die gegebenen Sequenzen ja mehr bekannt, zum Beispiel ein phylo-
genetischer Baum der zugehörigen Spezies. Diesen könnte man für die Konstruktion
von Sequenzen Alignments ja ausnutzen.
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4.6.1 Definition phylogenetischer Alignments

Wir werden jetzt Alignments konstruieren, die wieder zu Bäumen konsistent sind.
Allerdings sind jetzt nur die Sequenzen an den Blättern bekannt und die inneren
Knoten sind ohne Sequenzen. Dies folgt daher, da für einen phylogenetischen Baum
in der Regel nur die Sequenz der momentan noch nicht ausgestorbenen Spezies
bekannt sind, und das sind genau diejenigen, die an den Blättern stehen. An den
inneren Knoten stehen ja die Sequenzen, von den Vorahnen der bekannten Spezies,
die in aller Regel heutzutage ausgestorben sind.

Definition 4.26 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen über Σ und
T = (V,E) ein Baum mit

V = I ∪B, wobei
I = {v ∈ V |deg(v) > 1} (innere Knoten)
B = {v ∈ V |deg(v) = 1} (Blätter)

Weiterhin existiert eine Bijektion ϕ : B → S mit

ϕ : B → S : v 7→ sv

Einen solcher Baum T heißt konsistent zu S.

Ein phylogenetisches mehrfaches Sequenzen Alignment (kurz: PMSA) ist eine
Zuordnung von Zeichenreihen aus Σ∗ an I, d.h.

ϕ : I → Σ∗ : v 7→ sv

und ein mehrfaches Sequenzen Alignment, das mit T konsistent ist.

Blätter

innere Knoten

Zuweisung ∈ Σ∗ an I

Abbildung 4.6: Skizze: Phylogenetisches mehrfaches Sequenzen Alignment

Für (v, w) ∈ E(T ) bezeiche DM(v, w) := d(sv, sw) die Alignment-Distanz des indu-
zierten Alignments aus einem PMSA M für die zu v und w zugeordneten Sequen-
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zen. Da das mehrfache Sequenzen Alignment zu T konsistent ist, entspricht diese
Alignment-Distanz des induzierten Alignments der Alignment-Distanz des optima-
len paarweisen Sequenzen Alignments.

Definition 4.27 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen und T ein zu S
konsistenter Baum. Für ein PMSA M für S, das zu T konsistent ist, bezeichnet

DM(T ) :=
∑

e∈E(T )

DM(e) =
∑

(v,w)∈E(T )

DM((v, w))

die Distanz eines PMSA.

Definition 4.28 Ein optimales phylogenetisches mehrfaches Sequenzen Align-
ment ist ein phylogenetisches mehrfaches Sequenzen Alignment M für T , das
DM(T ) minimiert.

Leider ist auch hier wieder die Entscheidung, ob es ein phylogenetisches mehrfaches
Sequenzen Alignment mit einer Distanz kleiner gleich D gibt, ein NP-hartes Pro-
blem. Wir können also auch hierfür wieder nicht auf ein effizientes Verfahren für
eine optimale Lösung hoffen.

4.6.2 Geliftete Alignments

Um wieder eine Approximation generieren zu können, betrachten wir so genannte
geliftete Alignments. Ähnlich wie wir bei der Center-Star-Methode für das Zen-
trum eine Sequenz aus der Menge S wählen, werden wir uns bei der Zuordnung der
Sequenzen an die inneren Knoten auch wieder auf die Sequenzen aus S beschränken.
Wir schränken uns sogar noch ein wenig mehr ein.

Definition 4.29 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen und T ein zu S
konsistenter Baum. Ein phylogenetisches mehrfaches Sequenzen Alignment heißt
geliftet, wenn für jeden inneren Knoten v ∈ I gilt, dass ein Knoten w ∈ V (T )
mit sv = sw und (v, w) ∈ E(T ) existiert.
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4.6.3 Konstruktion eines gelifteten aus einem optimalem Align-
ment

Nun zeigen wir, wie wir aus aus einem optimalen phylogenetischen mehrfachen
Sequenzen Alignment ein geliftetes konstruieren. Dies ist an und für sich nicht sinn-
voll, da wir mit einem optimalen Alignment natürlich glücklich wären und damit an
dem gelifteten kein Interesse mehr hätten. Wir werden aber nachher sehen, dass uns
diese Konstruktion beim Beweis der Approximationsgüte behilflich sein wird.

Definition 4.30 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen und T ein zu
S konsistenter Baum. Ein Knoten v heißt geliftet, wenn ein Knoten w ∈ V (T )
mit sv = sw und (v, w) ∈ E(T ) existiert.

Zu Beginn sind alle Blätter geliftet. Wir betrachten jetzt einen Knoten v, so dass
alle seine Kinder geliftet sind und werden diesen Knoten selbst liften.

v

v1 vm

s∗v (aus opt. PMSA)

sv1 svm

Abbildung 4.7: Skizze: Liften eines Knotens

Wir ersetzen jetzt die Zeichenreihe s∗v des Knotens v durch die Zeichenreihe svj

seines Kindes vj, wobei d(svj
, s∗v) ≤ d(svi

, s∗v) für alle i ∈ [1 : m] gelten soll. Wir
ersetzen also die Zeichenreihe s∗v des Knotens v durch die Zeichenreihe eines seiner
Kinder, die zu s∗v am nächsten ist (im Sinne der Alignment-Distanz).

4.6.4 Güte gelifteter Alignments

Definition 4.31 Sei S = {s1, . . . , sk} eine Menge von Sequenzen und sei und
sei T ein zu S konsistenter Baum. Ist T ∗ ein optimales PMSA M ∗ für S und T ,
dann gilt für das aus T ∗ konstruierte geliftete PMSA ML TL:

DML
(TL) ≤ 2 ·DM∗(T ∗)
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Beweis: Wir betrachten zuerst eine Kante (v, w) ∈ E(T ). Gilt sv = sw, dann
ist logischerweise D(v, w) = d(sv, sw) = 0. Ist andernfalls sv 6= sw, dann gilt

Pfad
v → w∗ → x

pv,w

TL v

w

x

sv

sw

sw = sx

�

�

Abbildung 4.8: Skizze: Kante (v, w) definiert Pfad pv,w

D(v, w) = d(sv, sw) ≤ d(sv, s
∗
v) + d(s∗v, sw). Aufgrund des Liftings gilt außerdem:

d(s∗v, sv) ≤ d(s∗v, sw). Somit erhalten wir insgesamt:

D(v, w) = d(sv, sw) ≤ d(sv, s
∗
v) + d(s∗v, sw) ≤ 2 · d(s∗v, sw).

Betrachten wir eine Kante (v, w) in T L, wobei w ein Kind von v ist. Diese Kante
definiert in TL einen Pfad pv,w von w zu einem Blatt x , indem wir vom Knoten w
aus immer zu dem Kind gehen, das ebenfalls mit der Sequenz sw markiert ist. Letzt-
endlich landen wir dann im Blatt x. Dieser Pfad ist eindeutig, da wir angenommen
haben, dass die Sequenzen aus S paarweise verschieden sind.

Betrachten wir jetzt diesen Pfad pv,w mit v → w = w1 → · · · → w` = x in einem
optimalen phylogenetischen mehrfachen Sequenzen Alignment, dann gilt aufgrund
der Dreiecksungleichung:

d(s∗v, sw) ≤ d(s∗v, s
∗
w1) + d(s∗w1 , s

∗
w2) + · · ·+ d(s∗w`−1

, s∗x︸︷︷︸
s∗x=sw`

)

≤ D∗(pv,w)

sw = sx

w = w1 → w2 → . . . wl−1 → wl = xT ∗ v

w

x

sv∗

sw∗

�

�

Abbildung 4.9: Skizze: Pfad pv,w im optimalen Baum T ∗
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Insgesamt erhalten wir dann

D(v, w) ≤ 2d(s∗v, sw) ≤ 2D∗(pv,w).

Wir können also die Distanz des gelifteten phylogenetischen Alignments geschickt
wie folgt berechnen: Für alle grünen Kanten e gilt D(e) = 0. Wir müssen also nur

v

w

TL

P (v, w)

Abbildung 4.10: Skizze: Beziehung Kantengewichte in T L zu T ∗

die roten Kanten in T L aufaddieren. Jede rote Kante (v, w) in T L korrespondiert
zu einem Pfad pv,w in T ∗. Es gilt weiter, dass für alle Kanten (v, w), für die in TL

D(v, w) > 0 ist, die zueghörigen Pfade disjunkt sind. Somit kann die Summe der
roten Kantengewichte durch die doppelte Summe aller Kantengewichte im Baum T ∗

abgeschätzt werden. Damit ergibt sich sich nun Folgendes:

D(TL) =
∑

(v,w)∈E(T )

D(v, w)

=
∑

(v,w)∈E(T )
D(v,w)>0

D(v, w)︸ ︷︷ ︸
≤2D∗(pv,w)

≤ 2 ·
∑

(v,w)∈E(T )
D(v,w)>0

D∗(pv,w)

︸ ︷︷ ︸
≤D(T ∗)

≤ 2 ·D(T ∗).

Damit haben wir gezeigt, dass es ein geliftetes phylogenetisches Sequenzen Align-
ment gibt, dass höchstens um den Faktor zwei vom Optimum entfernt ist. Wenn
wir jetzt ein optimales geliftetes phylogenetisches mehrfaches Sequenzen Alignment
konstruieren, so gilt dies natürlich auch für dieses.
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4.6.5 Berechnung eines optimalen gelifteten PMSA

Wir wollen jetzt mit Hilfe der Dynamischen Programmierung ein optimales phyloge-
netisches mehrfaches Sequenzen Alignment konstruieren. Dazu stellen wir zunächst
wieder einmal eine Rekursionsgleichung auf. Hierfür bezeichnet D(v, s) den Wert
eines besten gelifteten PMSA für den am Knoten v gewurzelten Teilbaum, so dass v
mit der Sequenzen s ∈ S markiert ist (dabei muss natürlich s an einem der Kinder
von v bereits vorkommen). Es gilt dann:

D(v, s) =






∑

(v,w)∈E(T )

d(s, sw) wenn alle Kinder von v Blätter sind

∑

(v,w)∈E(T )

min

{
d(s, s′) +D(w, s′) :

s′ ist eine Markierung
eines Blattes in Tv

}

v ; sv

w1
;sw1 wm ; swm

Abbildung 4.11: Skizze: Berechnung von D(v, s)

Während des Preprocessings ist es nötig, für alle Paare (s, s′) ∈ S2 d(s, s′) zu berech-
nen. Dafür ergibt sich folgender Zeitbedarf:

O(
k∑

i=1

k∑

j=1

|si| ∗ |sj|) = O(
k∑

i=1

|si|

︸ ︷︷ ︸
N

k∑

j=1

|sj|

︸ ︷︷ ︸
N

) = O(N2)

Nach dem Preprocessing kann jede Minimumbildung in konstanter Zeit erfolgen. Wir
müssen uns nur noch überlegen, wie oft das Minimum gebildet wird. Dies geschieht
für jede Baumkante (v, w) und jedes Paar von Sequenzen (s, s′) genau einmal. Da
ein binärer Baum, bei dem es keine Knoten mit genau einem Kind gibt, höchstens
so viele innere Knoten wie Blätter besitzt, hat der Baum maximal O(k) Knoten.
Weiterhin gilt, dass jeder Baum weniger Kanten als Knoten besitzt und es somit
maximal O(k) Kanten in T gibt. Offensichtlich gibt es k2 Paare von Sequenzen aus
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S. Also gilt insgesamt für die Laufzeit: O(N 2 + k3). Fassen wir das Ergebnis noch
zusammen.

Theorem 4.32 Sei S = {s1, . . . , sk} eine k-elementige Menge von Sequenzen
über Σ mit N =

∑k
i=1 |si| und sei und sei T ein zu S konsistenter Baum. Ein

PMSA für S und T , dessen Distanz maximal um 2 von einem optimalen PMSA
für S und T abweicht, kann in Zeit O(N 2 + k3) konstruiert werden.

Mit etwas Aufwand kann man den Summanden k3 noch auf k2 drücken.
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Symbole
α-Helix, 27
α-ständiges Kohlenstoffatom, 22
β-strand, 27
π-Bindung, 6
π-Orbital, 6
σ-Bindung, 6
σ-Orbital, 5
d-Layout, 257
d-zulässiger Kern, 257
k-Clique, 256
k-Färbung, 250
p-Norm, 306
p-Orbital, 5
q-Orbital, 5
s-Orbital, 5
sp-Hybridorbital, 6
sp2-Hybridorbital, 6
sp3-Hybridorbital, 5
1-PAM, 153
3-Punkte-Bedingung, 270
4-Punkte-Bedingung, 291

A
additive Matrix, 282
additiver Baum, 281

externer, 282
kompakter, 282

Additives Approximationsproblem,
306

Additives Sandwich Problem, 306
Adenin, 16
äquivalent, 225
Äquivalenz von PQ-Bäumen, 225
aktiv, 238
aktive Region, 252
akzeptierten Mutationen, 152
Akzeptoratom, 7
Aldose, 14

Alignment
geliftetes, 176
konsistentes, 159
lokales, 133

Alignment-Fehler, 172
Alignments

semi-global, 130
All-Against-All-Problem, 145
Allel, 2
Alphabet, 43
Aminosäure, 22
Aminosäuresequenz, 26
Anfangswahrscheinlichkeit, 337
Approximationsproblem

additives, 306
ultrametrisches, 307, 335

asymmetrisches Kohlenstoffatom, 12
aufspannend, 294
aufspannender Graph, 294
Ausgangsgrad, 196

maximaler, 196
minimaler, 196

B
BAC, 36
bacterial artificial chromosome, 36
Bad-Character-Rule, 71
Basen, 16
Basen-Triplett, 31
Baum

additiver, 281
additiver kompakter, 282
evolutionärer, 265
externer additiver, 282
kartesischer, 327
niedriger ultrametrischer, 309
phylogenetischer, 265, 299
strenger ultrametrischer, 271
ultrametrischer, 271
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Baum-Welch-Algorithmus, 356
benachbart, 216
Benzol, 7
Berechnungsgraph, 262
binäre Charaktermatrix, 299
binärer Charakter, 267
Bindung

π-Bindung, 6
σ-Bindung, 6
ionische, 7
kovalente, 5

Blatt
leeres, 226
volles, 226

blockierter Knoten, 238
Boten-RNS, 30
Bounded Degree and Width Interval

Sandwich, 256
Bounded Degree Interval Sandwich,

257
Bunemans 4-Punkte-Bedingung, 291

C
C1P, 222
cDNA, 31
cDNS, 31
Center-String, 161
Charakter, 267

binärer, 267
numerischer, 267
zeichenreihiges, 267

charakterbasiertes Verfahren, 267
Charaktermatrix

binäre, 299
Chimeric Clone, 222
chiral, 12
Chromosom, 4
cis-Isomer, 11
Clique, 256
Cliquenzahl, 256
Codon, 31
complementary DNA, 31

Consecutive Ones Property, 222
CpG-Insel, 341
CpG-Inseln, 340
Crossing-Over-Mutation, 4
cut-weight, 319
cycle cover, 196
Cytosin, 17

D
Decodierungsproblem, 345
Deletion, 102
delokalisierte π-Elektronen, 7
deoxyribonucleic acid, 14
Desoxyribonukleinsäure, 14
Desoxyribose, 16
Diagonal Runs, 148
Dipeptid, 24
Distanz eines PMSA, 176
distanzbasiertes Verfahren, 266
Distanzmatrix, 270

phylogenetische, 303
DL-Nomenklatur, 13
DNA, 14

complementary, 31
genetic, 31

DNA-Microarrays, 41
DNS, 14

genetische, 31
komplementäre, 31

Domains, 28
dominant, 3
dominantes Gen, 3
Donatoratom, 7
Doppelhantel, 5
dynamische Programmierung, 121,

332

E
echter Intervall-Graph, 248
echter PQ-Baum, 224
Edit-Distanz, 104
Edit-Graphen, 118
Edit-Operation, 102
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eigentlicher Rand, 46
Eingangsgrad, 196

maximaler, 196
minimaler, 196

Einheits-Intervall-Graph, 248
Elektrophorese, 38
Elterngeneration, 1
EM-Methode, 356
Emissionswahrscheinlichkeit, 342
Enantiomer, 12
Enantiomerie, 11
enantiomorph, 12
Enzym, 37
erfolgloser Vergleich, 48
erfolgreicher Vergleich, 48
erste Filialgeneration, 1
erste Tochtergeneration, 1
Erwartungswert-Maximierungs-

Methode,
356

Erweiterung von Kernen, 253
Euler-Tour, 330
eulerscher Graph, 214
eulerscher Pfad, 214
evolutionärer Baum, 265
Exon, 31
expliziter Knoten, 86
Extended-Bad-Character-Rule, 72
externer additiver Baum, 282

F
Färbung, 250

zulässige, 250
False Negatives, 222
False Positives, 222
Filialgeneration, 1

erste, 1
zweite, 1

Fingerabdruck, 75
fingerprint, 75
Fischer-Projektion, 12
Fragmente, 220

freier Knoten, 238
Frontier, 225
funktionelle Gruppe, 11
Furan, 15
Furanose, 15

G
Geburtstagsparadoxon, 99
gedächtnislos, 338
geliftetes Alignment, 176
Gen, 2, 4

dominant, 3
rezessiv, 3

Gene-Chips, 41
genetic DNA, 31
genetic map, 219
genetische DNS, 31
genetische Karte, 219
Genom, 4
genomische Karte, 219
genomische Kartierung, 219
Genotyp, 3
gespiegelte Zeichenreihe, 124
Gewicht eines Spannbaumes, 294
Good-Suffix-Rule, 61
Grad, 195, 196, 261
Graph

aufspanneder, 294
eulerscher, 214
hamiltonscher, 194

Guanin, 16

H
Halb-Acetal, 15
hamiltonscher Graph, 194
hamiltonscher Kreis, 194
hamiltonscher Pfad, 194
heterozygot, 2
Hexose, 14
Hidden Markov Modell, 342
HMM, 342
homozygot, 2
Horner-Schema, 74
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Hot Spots, 148
hydrophil, 10
hydrophob, 10
hydrophobe Kraft, 10

I
ICG, 250
impliziter Knoten, 86
Indel-Operation, 102
induzierte Metrik, 274
induzierte Ultrametrik, 274
initialer Vergleich, 66
Insertion, 102
intermediär, 2
interval graph, 247

proper, 248
unit, 248

Interval Sandwich, 249
Intervalizing Colored Graphs, 250
Intervall-Darstellung, 247
Intervall-Graph, 247

echter, 248
Einheits-echter, 248

Intron, 31
ionische Bindung, 7
IS, 249
isolierter Knoten, 195

K
kanonische Referenz, 87
Karte

genetische, 219
genomische, 219

kartesischer Baum, 327
Kern, 252

d-zulässiger, 257
zulässiger, 252, 257

Kern-Paar, 261
Keto-Enol-Tautomerie, 13
Ketose, 15
Knoten

aktiver, 238
blockierter, 238

freier, 238
leerer, 226
partieller, 226
voller, 226

Kohlenhydrate, 14
Kohlenstoffatom

α-ständiges, 22
asymmetrisches, 12
zentrales, 22

Kollisionen, 99
kompakte Darstellung, 272
kompakter additiver Baum, 282
komplementäre DNS, 31
komplementäres Palindrom, 38
Komplementarität, 18
Konformation, 28
konkav, 142
Konsensus-Fehler, 168
Konsensus-MSA, 172
Konsensus-String, 171
Konsensus-Zeichen, 171
konsistentes Alignment, 159
Kosten, 314
Kosten der Edit-Operationen s, 104
Kostenfunktion, 153
kovalente Bindung, 5
Kreis

hamiltonscher, 194
Kullback-Leibler-Distanz, 358
kurzer Shift, 68

L
Länge, 43
langer Shift, 68
Layout, 252, 257

d, 257
least common ancestor, 271
leer, 226
leerer Knoten, 226
leerer Teilbaum, 226
leeres Blatt, 226
Leerzeichen, 102
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link-edge, 319
linksdrehend, 13
logarithmische

Rückwärtswahrscheinlichkeit,
350

logarithmische
Vorwärtswahrscheinlichkeit,
350

lokales Alignment, 133

M
map

genetic, 219
physical, 219

Markov-Eigenschaft, 338
Markov-Kette, 337
Markov-Ketten

k-ter Ordnung, 338
Markov-Ketten k-ter Ordnung, 338
Match, 102
Matching, 198

perfektes, 198
Matrix

additive, 282
stochastische, 337

mature messenger RNA, 31
Maxam-Gilbert-Methode, 39
maximaler Ausgangsgrad, 196
maximaler Eingangsgrad, 196
Maximalgrad, 195, 196
Maximum-Likelihood-Methode, 357
Maximum-Likelihood-Prinzip, 150
mehrfaches Sequenzen Alignment

(MSA), 155
Mendelsche Gesetze, 4
messenger RNA, 30
Metrik, 104, 269

induzierte, 274
minimaler Ausgangsgrad, 196
minimaler Eingangsgrad, 196
minimaler Spannbaum, 294
Minimalgrad, 195, 196

minimum spanning tree, 294
mischerbig, 2
Mismatch, 44
Monge-Bedingung, 201
Monge-Ungleichung, 201
Motifs, 28
mRNA, 30
Mutation

akzeptierte, 152
Mutationsmodell, 151

N
Nachbarschaft, 195
Nested Sequencing, 41
nichtbindendes Orbital, 9
niedriger ultrametrischer Baum, 309
niedrigste gemeinsame Vorfahr, 271
Norm, 306
Norm eines PQ-Baumes, 245
Nukleosid, 18
Nukleotid, 18
numerischer Charakter, 267

O
offene Referenz, 87
Okazaki-Fragmente, 30
Oligo-Graph, 215
Oligos, 213
One-Against-All-Problem, 143
optimaler Steiner-String, 168
Orbital, 5

π-, 6
σ-, 5
p, 5
q-, 5
s, 5
sp, 6
sp2, 6
sp3-hybridisiert, 5
nichtbindendes, 9

Overlap, 190
Overlap-Graph, 197
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P
P-Knoten, 223
PAC, 36
Palindrom

komplementäres, 38
Parentalgeneration, 1
partiell, 226
partieller Knoten, 226
partieller Teilbaum, 226
Patricia-Trie, 85
PCR, 36
Pentose, 14
Peptidbindung, 23
Percent Accepted Mutations, 153
perfekte Phylogenie, 299
perfektes Matching, 198
Periode, 204
Pfad

eulerscher, 214
hamiltonscher, 194

Phänotyp, 3
phylogenetische Distanzmatrix, 303
phylogenetischer Baum, 265, 299
phylogenetisches mehrfaches

Sequenzen Alignment, 175
Phylogenie

perfekte, 299
physical map, 219
physical mapping, 219
PIC, 249
PIS, 249
plasmid artificial chromosome, 36
Point Accepted Mutations, 153
polymerase chain reaction, 36
Polymerasekettenreaktion, 36
Polypeptid, 24
Posteriori-Decodierung, 347
PQ-Bäume

universeller, 234
PQ-Baum, 223

Äquivalenz, 225
echter, 224

Norm, 245
Präfix, 43, 190
Präfix-Graph, 193
Primärstruktur, 26
Primer, 36
Primer Walking, 40
Profil, 360
Promotoren, 34
Proper Interval Completion, 249
proper interval graph, 248
Proper Interval Selection (PIS), 249
Protein, 22, 24, 26
Proteinbiosynthese, 31
Proteinstruktur, 26
Pyran, 15
Pyranose, 15

Q
Q-Knoten, 223
Quartärstruktur, 29

R
Ramachandran-Plot, 26
Rand, 46, 252

eigentlicher, 46
Range Minimum Query, 330
rechtsdrehend, 13
reduzierter Teilbaum, 226
Referenz, 87

kanonische, 87
offene, 87

reife Boten-RNS, 31
reinerbig, 2
relevanter reduzierter Teilbaum, 237
Replikationsgabel, 29
Restriktion, 225
rezessiv, 3
rezessives Gen, 3
ribonucleic acid, 14
Ribonukleinsäure, 14
Ribose, 16
ribosomal RNA, 31
ribosomaler RNS, 31
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RNA, 14
mature messenger, 31
messenger, 30
ribosomal, 31
transfer, 33

RNS, 14
Boten-, 30
reife Boten, 31
ribosomal, 31
Transfer-, 33

rRNA, 31
rRNS, 31
RS-Nomenklatur, 13
Rückwärts-Algorithmus, 349
Rückwärtswahrscheinlichkeit, 348

logarithmische, 350

S
säureamidartige Bindung, 23
Sandwich Problem

additives, 306
ultrametrisches, 306

Sanger-Methode, 39
SBH, 41
Sektor, 238
semi-globaler Alignments, 130
separabel, 318
Sequence Pair, 150
Sequence Tagged Sites, 220
Sequenzieren durch Hybridisierung,

41
Sequenzierung, 38
Shift, 46

kurzer, 68
langer, 68
sicherer, 46, 62
zulässiger, 62

Shortest Superstring Problem, 189
sicherer Shift, 62
Sicherer Shift, 46
silent state, 361
solide, 216

Spannbaum, 294
Gewicht, 294
minimaler, 294

Spleißen, 31
Splicing, 31
SSP, 189
state

silent, 361
Steiner-String

optimaler, 168
Stereochemie, 11
stiller Zustand, 361
stochastische Matrix, 337
stochastischer Vektor, 337
strenger ultrametrischer Baum, 271
Strong-Good-Suffix-Rule, 61
STS, 220
Substitution, 102
Suffix, 43
Suffix-Bäume, 85
Suffix-Link, 82
suffix-trees, 85
Suffix-Trie, 80
Sum-of-Pairs-Funktion, 156
Supersekundärstruktur, 28

T
Tautomerien, 13
teilbaum

partieller, 226
Teilbaum

leerer, 226
reduzierter, 226
relevanter reduzierter, 237
voller, 226

Teilwort, 43
Tertiärstruktur, 28
Thymin, 17
Tochtergeneration, 1

erste, 1
zweite, 1

Trainingssequenz, 353
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trans-Isomer, 11
transfer RNA, 33
Transfer-RNS, 33
Translation, 31
Traveling Salesperson Problem, 195
Trie, 79, 80
tRNA, 33
tRNS, 33
TSP, 195

U
Ultrametrik, 269

induzierte, 274
ultrametrische Dreiecksungleichung,

269
ultrametrischer Baum, 271

niedriger, 309
Ultrametrisches

Approximationsproblem, 307,
335

Ultrametrisches Sandwich Problem,
306

Union-Find-Datenstruktur, 323
unit interval graph, 248
universeller PQ-Baum, 234
Uracil, 17

V
Van der Waals-Anziehung, 9
Van der Waals-Kräfte, 9
Vektor

stochastischer, 337
Verfahren

charakterbasiertes, 267
distanzbasiertes, 266

Vergleich
erfolgloser, 48
erfolgreichre, 48
initialer, 66
wiederholter, 66

Viterbi-Algorithmus, 346
voll, 226
voller Knoten, 226

voller Teilbaum, 226
volles Blatt, 226
Vorwärts-Algorithmus, 349
Vorwärtswahrscheinlichkeit, 348

logarithmische, 350

W
Waise, 216
Wasserstoffbrücken, 8
Weak-Good-Suffix-Rule, 61
wiederholter Vergleich, 66
Wort, 43

Y
YAC, 36
yeast artificial chromosomes, 36

Z
Zeichenreihe

gespiegelte, 124
reversierte, 124

zeichenreihige Charakter, 267
zentrales Dogma, 34
zentrales Kohlenstoffatom, 12, 22
Zufallsmodell R, 151
zugehöriger gewichteter Graph, 295
zulässig, 257
zulässige Färbung, 250
zulässiger Kern, 252
zulässiger Shift, 62
Zustand

stiller, 361
Zustandsübergangswahrscheinlichkeit,

337
zweite Filialgeneration, 1
zweite Tochtergeneration, 1
Zyklenüberdeckung, 196
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