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Aufgabe 1

Sei E/K eine algebraische Körpererweiterung, und sei R ⊂ E ein Teilring mit K ⊂ R.
Zeigen Sie, dass R ein Teilkörper von E ist.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass f(X) = X2 − 3 irreduzibel in Q(
√

2)[X] ist.

Aufgabe 3

Sei R ein Integritätsring, Quot(R) der in der Vorlesung konstruierte Quotientenkörper von
R und ϕ : R → Quot(R), a 7→ a

1
der kanonische Ringhomomorphismus. Zeigen Sie:

(a) Der Homomorphismus ϕ : R→ Quot(R) ist injektiv.

(b) (Universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers). Jeder injektive Ringhomomorphismus
ψ : R → E in einen Körper E setzt sich eindeutig zu einen Homomorphismus ψ̄ :
Quot(R) → E fort, d.h. es gibt genau einen (Ring-)Homomorphismus ψ̄ : Quot(R) →
E mit ψ = ψ̄ ◦ ϕ.

(c) Sei λ : R → F ein weiterer injektiver Ringhomomorphismus in einen Körper F , der
die universelle Eigenschaft aus (b) hat, d.h. zu jedem injektiven Ringhomomorphismus
ψ : R → E in einen Körper E gebe es genau einen Homomorphismus ψ̄ : F → E mit
ψ̄ ◦ λ = ψ. Dann gibt es genau einen Isomorphismus χ : Quot(R) → F mit χ ◦ ϕ = λ.
(Bem.: Der Quotientenkörper Quot(R) ist daher durch die universelle Eigenschaft aus
(b) bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt.)

Aufgabe 4

Sei K ein Körper und C ein algebraischer Abschluß von K. Für a = (a1, . . . , an
) ∈ Cn setze

m
a

= {f ∈ K[X1, . . . , Xn
] : f(a) = 0}. Zeigen Sie:

(a) Jedes m
a

(a ∈ Cn) ist ein maximales Ideal von K[X1, . . . , Xn
]. (Hinweis: Aufgabe 1).

(b) Ist a ∈ Kn, so wird m
a

von den Polynomen X1 − a1, . . . , Xn
− a

n
erzeugt.

(c) Es sei nun speziell C = C, K = R und n = 1. Für z = a + ib ∈ C sei z̄ = a − ib.
Ist z = a ∈ R, so gilt m

z
= (X − a) in R[X]. Ist z = a + ib ∈ C \ R, so gilt

m
z

= m
z̄

= ((X − a)2 + b2) in R[X].
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