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Aufgabe 1

Sei R ein Ring (stets kommutativ mit 1) und sei I ein Ideal von R. Weiterhin sei ¢ : R — R/I,
a — a (= a+ I) der kanonische Homomorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes Ideal J von R/I das Urbild ¢~1(J) = {a € R: ¢(a) € I} ein Ideal
von R ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung J +— ¢~!(J) (aus (a)) eine Bijektion von der Menge aller Ideale
J von R/I auf die Menge aller Ideale J von R mit J D I ist.

(c) Zeigen Sie: Ist B ein Primideal von R/I, so ist ¢ 1(P) ein Primideal von R (Ein Ideal P
heifit Primideal, wenn ‘B # (1) und ab € B = a € P oder b € P gilt).

(d) Wie viele Ideale besitzt der Ring Z/(n) ?

Aufgabe 2
Sei R ein Ring. Zeigen Sie:

(a) Ist I ein Ideal von R, so ist auch das Radikal Rad(I) = VI = {a € R : a" € I fiir ein n € N}
ein Ideal von R.

(b) Fiir welche Ideale I von Z gilt I = Rad(I) ?

Aufgabe 3

Beweisen Sie, dass es auf der Menge aller Monome des Polynomringes k[X]| (X steht fiir eine
Variable, K ein Kérper) genau eine Monomialordnung gibt.

Aufgabe 4
Sei < eine totale Ordnung auf M, (z1, ..., z,), so dass fiir alle My, Ms, M3 € M, gilt:

My < My = MyMs < MyM;3
Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:
(1) < ist eine Wohlordnung.
2) 2;>1(3G=1,..,n).
(3) M >1VM € M,,, d.h. < ist eine monomiale Ordnung.
(4) VM, M’ € M, gilt: M|M' = M < M’.



