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Für Pr[A|B] erforderliche Eigenschaften:

1. Pr[B|B] = 1;
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Für Pr[A|B] erforderliche Eigenschaften:

1. Pr[B|B] = 1;

2. Pr[A|Ω] = Pr[A];

3. für festes B ist Pr[A|B] proportional zu Pr[A ∩B].

Definition: A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > 0. Die

bedingte Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist

definiert als

Pr[A|B] :=
Pr[A ∩B]

Pr[B]
.
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[·|B] bilden für ein

beliebiges Ereignis B ⊆ Ω mit Pr[B] > 0 einen neuen

Wahrscheinlichkeitsraum über Ω.
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[·|B] bilden für ein

beliebiges Ereignis B ⊆ Ω mit Pr[B] > 0 einen neuen

Wahrscheinlichkeitsraum über Ω.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dadurch die Definition eines

diskreten Wahrscheinlichkeitsraums erfüllt ist:∑
ω∈Ω

Pr[ω|B] =
∑
ω∈Ω

Pr[ω ∩B]

Pr[B]
=

∑
ω∈B

Pr[ω]

Pr[B]
=

Pr[B]

Pr[B]
= 1.
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten Pr[·|B] bilden für ein

beliebiges Ereignis B ⊆ Ω mit Pr[B] > 0 einen neuen

Wahrscheinlichkeitsraum über Ω.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dadurch die Definition eines

diskreten Wahrscheinlichkeitsraums erfüllt ist:∑
ω∈Ω

Pr[ω|B] =
∑
ω∈Ω

Pr[ω ∩B]

Pr[B]
=

∑
ω∈B

Pr[ω]

Pr[B]
=

Pr[B]

Pr[B]
= 1.

Damit gelten alle Rechenregeln für Wahrscheinlichkeiten auch für

bedingte Wahrscheinlichkeiten. Beispielsweise:

Pr[∅|B] = 0 sowie Pr[Ā|B] = 1− Pr[A|B] .
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Beispiel: Reskalierung bei bedingten Wahrscheinlichkeiten

Betrachte folgenden gezinkten Würfel:
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Wir betrachten nun den durch B := {3, 4, 5} gegebenen

bedingten Wahrscheinlichkeitsraum:
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Was genau war die Bedingung?

Beispiel: Zweikinderproblem Wir nehmen an, dass bei der

Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich

wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine bestimmte

Familie zwei Kinder hat und eines davon ein Mädchen ist.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder

der Familie Mädchen sind?
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Was genau war die Bedingung?

Beispiel: Zweikinderproblem Wir nehmen an, dass bei der

Geburt eines Kindes beide Geschlechter gleich

wahrscheinlich sind. Wir wissen, dass eine bestimmte

Familie zwei Kinder hat und eines davon ein Mädchen ist.

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder

der Familie Mädchen sind?

Natürlich 1
2
.

Wirklich?
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Eigentlich gilt:

Ω := {mm, mj, jm, jj}

und

M := {mm, mj, jm} .
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Eigentlich gilt:

Ω := {mm, mj, jm, jj}

und

M := {mm, mj, jm} .

Wir bedingen auf M , und damit gilt für A := {mm}:

Pr[A|M ] =
Pr[A ∩M ]

Pr[M ]
=

1/4

3/4
=

1

3
.
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Häufig verwendet man die Definition der bedingten

Wahrscheinlichkeit in der Form

Pr[A ∩B] = Pr[B|A] · Pr[A] = Pr[A|B] · Pr[B] . (1.2.1)
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Häufig verwendet man die Definition der bedingten

Wahrscheinlichkeit in der Form

Pr[A ∩B] = Pr[B|A] · Pr[A] = Pr[A|B] · Pr[B] . (1.2.1)

Damit:

Satz 2: Multiplikationssatz Seien die Ereignisse A1, . . . , An

gegeben. Falls Pr[A1 ∩ . . . ∩An] > 0 ist, gilt

Pr[A1 ∩ . . . ∩An] =

Pr[A1] · Pr[A2|A1] · Pr[A3|A1 ∩A2] · . . . · Pr[An|A1 ∩ . . . ∩An−1] .

Beweis: Zunächst halten wir fest, dass alle bedingten

Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert sind, da

Pr[A1] ≥ Pr[A1 ∩A2] ≥ . . . ≥ Pr[A1 ∩ . . . ∩An] > 0.
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Die rechte Seite der Aussage im Satz können wir umschreiben zu

Pr[A1]

1
·
Pr[A1 ∩A2]

Pr[A1]
·
Pr[A1 ∩A2 ∩A3]

Pr[A1 ∩A2]
· . . . ·

Pr[A1 ∩ . . . ∩An]

Pr[A1 ∩ . . . ∩An−1]
.

Offensichtlich kürzen sich alle Terme bis auf Pr[A1 ∩ . . . ∩An].

q. e. d.
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Beispiel: Geburtstagsproblem Wie groß ist die

Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-köpfigen Gruppe zwei

Personen am selben Tag Geburtstag haben?
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Umformulierung:

Man werfe m Bälle zufällig und gleich wahrscheinlich in

n Körbe. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach

dem Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt?
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Beispiel: Geburtstagsproblem Wie groß ist die

Wahrscheinlichkeit, dass in einer m-köpfigen Gruppe zwei

Personen am selben Tag Geburtstag haben?

Umformulierung:

Man werfe m Bälle zufällig und gleich wahrscheinlich in

n Körbe. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach

dem Experiment jeder Ball allein in seinem Korb liegt?

Für das Geburtstagsproblem: n = 365
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Offensichtlich muss m ≤ n sein, damit überhaupt jeder

Ball allein in einem Korb liegen kann.
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Offensichtlich muss m ≤ n sein, damit überhaupt jeder

Ball allein in einem Korb liegen kann.

Wir nehmen an, dass die Bälle nacheinander geworfen

werden. Ai bezeichne das Ereignis
”
Ball i landet in einem

noch leeren Korb“. Das gesuchte Ereignis
”
Alle Bälle

liegen allein in einem Korb“ bezeichnen wir mit A. Nach

Satz 2 können wir Pr[A] berechnen durch

Pr[A] = Pr
[
∩m

i=1Ai

]
= Pr[A1] · Pr[A2|A1] · . . . · Pr[Am| ∩m−1

i=1 Ai].
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Offensichtlich muss m ≤ n sein, damit überhaupt jeder

Ball allein in einem Korb liegen kann.

Wir nehmen an, dass die Bälle nacheinander geworfen

werden. Ai bezeichne das Ereignis
”
Ball i landet in einem

noch leeren Korb“. Das gesuchte Ereignis
”
Alle Bälle

liegen allein in einem Korb“ bezeichnen wir mit A. Nach

Satz 2 können wir Pr[A] berechnen durch

Pr[A] = Pr
[
∩m

i=1Ai

]
= Pr[A1] · Pr[A2|A1] · . . . · Pr[Am| ∩m−1

i=1 Ai].

Unter der Bedingung, dass die ersten j − 1 Bälle jeweils

in einer leeren Urne gelandet sind, bedeutet Aj, dass der

j-te Ball in eine der n− (j − 1) leeren Urnen fallen muss,

die aus Symmetriegründen jeweils mit derselben

Wahrscheinlichkeit gewählt werden.
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Daraus folgt

Pr[Aj| ∩j−1
i=1 Ai] =

n− (j − 1)

n
= 1−

j − 1

n
.
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Daraus folgt

Pr[Aj| ∩j−1
i=1 Ai] =

n− (j − 1)

n
= 1−

j − 1

n
.

Mit der Abschätzung 1− x ≤ e−x und wegen Pr[A1] = 1

erhalten wir

Pr[A] =

m∏
j=1

(
1−

j − 1

n

)
≤

∏m
j=2 e−(j−1)/n = e−(1/n)·

∑m−1
j=1 j = e−m(m−1)/(2n) .
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