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Ein Beispiel aus der Ramsey-Theorie:

Satz 29

In jeder Menge von 6 Personen gibt es 3 Personen, die sich
gegenseitig kennen, oder 3 Personen, von denen keiner die beiden
anderen kennt.
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Beweis:
P ={p1,p2,...,pe}. Betrachte die Abbildung

(2,...,6} — {0,1}

{2,...,6}9i»—>{

1 ,p1 kennt p;*
0 ,p1 kennt p; nicht”

Aus dem verallgemeinerten Schubfachprinzip folgt: Es gibt mindestens 3
Leute € {pa,...,ps}, die p1 kennen, oder es gibt mindestens 3 Leute, die
p1 nicht kennen.

Wir betrachten die erste Alternative, die zweite ist analog. O.B.d. A.
kennt p1 po, p3 und py.

1. Fall:

(3pi,pj € {p2,p3,pa})[i # j und p; kennt p;], z.B. i =2, j = 4. Dann
erfiillen {p1,p;,p;} den ersten Teil der Behauptung.

2. Fall: (Komplement des 1. Falls!)

(Vpi,pj € {p2,p3,pa})[i # j = pi kennt p; nicht]. Dann erfiillen
{p2,p3,pa} den zweiten Teil der Behauptung. O
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Beispiel 30 (Indirekter Beweis, Wohlordnungseigenschaft)

Satz 31
Sei S eine endliche Menge # (), und sei f : S — S eine Abbildung

von S in S. Dann gilt:
(Fr e N)[F7(S) = F(f ()]

Dabei ist f0: S — S als die Identitdt auf S und, fiir alle n € N,
f*1 als fo f™ definiert.
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Beweis:

Falls f bijektiv ist, dann erfiillt » = 1 die Behauptung. Wir
nehmen daher an, dass f nicht bijektiv ist, also f(S) & S. Man
beachte, dass fiir alle m € Ny gilt, dass f™+1(S) C f™(S9)!

Weitere Annahme: Fiir alle m € No gilt f™1(S) & f™(9).

In diesem Fall hitte die Menge {|f™(S)|; m € No} € Ny kein
kleinstes Element, da stets | f™+1(S)| < |f™(9)] .
Widerspruch zur Wohlordnungseigenschaft!

Sei also m € N minimal mit der Eigenschaft

FrS) = f(S) -

Dann erfiillt » = m die Behauptung.
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Beispiel 32

Satz
Sein € N, n > 3 und n ungerade. Dann lasst sich n als Differenz

zweler Quadratzahlen darstellen.

Beweis:

Falls n = 22 — y? mit 2,y € N, > v, dann gilt
n=(z—y)(z+y)

Sei nun s:=x +y und ¢t :=x —y. Dann ist

s>t>0
n==s-t
x=(s+1t)/2
y=(s—1)/2

Also miissen s und t beide gerade oder beide ungerade sein.
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Da

s>t>0
n==s-t
x=(s+1t)/2
y=(s—1)/2

kann man fiir ungerades n stets s :=n und t := 1 setzen und

erhilt damit © = (n+1)/2 und y = (n — 1)/2, die die Behauptung
O

erfiillen!
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Bemerkungen:

@ Falls n eine ungerade Primzahl ist, sind s und ¢ eindeutig
bestimmt und es gibt genau eine Losung fiir z und y.

@ Fiir allgemeine n kann es mehr als eine Lésung geben, z.B. fiir
n =15

s=5t=3und 15=16—1, oder
s=15,t=1und 15 =64 — 49.

© Auch fiir gerade n kann es Lésungen geben, z.B.

8=90-1
48=72-1°
48 = 8% — 42
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4.7 Einige Sprechweisen

@ Wir sagen
» Eine Bedingung/Eigenschaft A ist hinreichend fiir eine
Eigenschaft B",
falls
A= B.

@ Wir sagen
, Eine Bedingung/Eigenschaft A ist notwendig fiir eine
Eigenschaft B",
falls
A< B (bzw. B=A).

© Wir sagen
» Eine Bedingung/Eigenschaft A ist notwendig und
hinreichend fiir eine Eigenschaft B",
falls
A< B (bzw. A=B).
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4.8 Folgen und Grenzwerte
R bezeichne einen Bereich wie z.B. R, Q, Np, oder Z.

Definition 33

@ Sei k € Ng U {—1}. Eine endliche Folge reeller (bzw.
rationaler, natiirlicher, ganzer) Zahlen
(ai)o<i<k
ist eine Abbildung
{0,1,...,k} >i—a; €R.
@ Eine unendliche Folge
(an)n>0

ist eine Abbildung

Ngo>n+—a, € R.
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Sei (an)n>0 eine reelle Folge.

@ Sei a € R. Wir sagen
. Die Folge (ay)n>0 konvergiert fiir n — oo nach a*,
und schreiben

nILmooan =a,
falls gilt:
(Ve >0 3In. € NVn > n/)[la, —al < €.
@ Wir sagen

., Die Folge (an)n>0 konvergiert fiir n — oo gegen 400",
und schreiben

lim a, = +o00,
n—oo

falls gilt:
(VM € N 3npy € NVn > npy)la, > M].
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Beispiel 34

Sei firn € N a,, := %sin n.

Behauptung:

Die Folge (an)nen konvergiert (fiir n — oo) gegen 0.

Beweis:

Sei e > 0. Wihle N e N, N > ¢ 1. Dann gilt fiirn > N:

1 1 1
la, — 0| = —]smn\<— 1< —<e.
n

2
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Bemerkungen:
@ Falls es fiir eine Folge (an)nen kein a € R gibt, so dass

lim a, =a,
n—oo

so sagen wir, ,die Folge (a,)n>0 divergiert fiir n — co".
@ Konvergenz gegen —oo wird entsprechend definiert.

© Fiir Funktionen f : Ny — R wird das Konvergenzverhalten
(bzw. lim,,—~ f(n)) analog definiert (indem man die Folge
(f(n))nen, betrachtet!).
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4.9 Das Wachstumsverhalten von Funktionen

Die GroB-O-Notation wurde von D. E. Knuth in der
Algorithmenanalyse eingefiihrt. Sie wurde urspriinglich von Paul
Bachmann (1837-1920) entwickelt und von Edmund Landau
(1877-1938) in seinen Arbeiten verbreitet.

Definition 35 (GroB-O-Notation)

e f(n) € O(g(n)) (fiir n — oo) genau dann, wenn 3¢ > 0,
ng € N, so dass

(Vn > no) [If(n)| < c-g(n)]

. f wiachst bis auf einen konstanten Faktor nicht schneller als g*

e f(n) € o(g(n)) (fiir n — oo) genau dann, wenn V ¢ > 0
dng € N, so dass

(Vn = no) [If(n)| <c-g(n)]

. wichst echt langsamer als g
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o f(n) € Q(g(n)) (fir n — co) genau dann, wenn 3¢ > 0,
ng € N, so dass

» [ wiachst bis auf einen konstanten Faktor nicht langsamer als g*

o f(n) € w(g(n)) (fir n — co) genau dann, wenn V ¢ > 0
dng € N, so dass

(vn > no) [|f(n)| > ¢~ g(n) > 0

»f wachst echt schneller als g*

o f(n) € ©(g(n)) (fiir n — co) genau dann, wenn

f(n) € O(g(n)) und f(n) € Q(g(n))

+f wichst (bis auf konstante Faktoren) genauso schnell wie g*
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o f(n) € Qo (g(n)) genau dann, wenn 3 ¢ > 0, so dass fiir
unendlich viele n € N

|f(n)] >c-g(n)>0.

o f(n) € we(g(n)) genau dann, wenn V ¢ > 0 3 unendlich viele
n € N mit

[f(n)| > c-g(n) 2 0.

Bemerkungen:

@ Man schreibt oft, aber logisch unsauber f(n) = O(g(n)).

@ Oft werden nur Funktionen Ny — Ny betrachtet (oder
N — Np); dann sind die Absolutbetrige tiberfliissig.

© Manchmal werden auch Funktionen R — R oder das
Verhalten fiir x — a betrachtet.

@ Achtung: Die Notation fiir Q und Q, ist in der Literatur
nicht eindeutig; im Zweifelsfall muss auf die jeweilige
Definition geachtet werden!
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Beispiel 36
Behauptung: n! € O(n™)

Beweis:

(VneN)[nl=n(n—1)---2-1<1-n"]

Beispiel 37
Behauptung: logn! € O(nlogn)

Beweis:
(Vn € N)[logn! = logn+log(n—1)+...+logl < 1-n-logn]
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