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4.8 Summation und Differenzenoperator

4.8.1 Direkte Methoden

1. Indextransformation:
Sei 1 > 0, dann gilt:

k—i=n k=n+1i n—+i
Z%—Zak— D= Y aki= Y ke
k—i=m k=m+i k=m-1i
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Beispiel 192

n
Sp=0-a+1-a+2-a+--+n-a=Y k-a
k=0

Indextransformation: & — n — k

n
Sp = E (n—k)-a
k=0
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Beispiel (Forts.)

Sp

also:
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2. Induktion
Beispiel 193

iZk‘—l

k=1
Nach Berechnen einiger Werte

S1=1 So =4 S3=9
vermutet man:
2
S, =n
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Beispiel (Forts.)

Behauptung:

S, =n?

Beweis durch vollstindige Induktion:
Induktionsanfang: n =1 trivial

Induktionsschluss: n— n +1

Spi1 =80 +2-(n+1)—12n242.n+1=(n+1)>2
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Beispiel 194

Seien a1, as,...,a, € RT.
Das arithmetische Mittel A der a;:

1 n
A:E;al

Das geometrische Mittel G der a;:

1 1 1
H n —
Wir wollen zeigen: G < A.
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Beispiel (Forts.)
Beweis durch vollstindige Induktion:
Induktionsanfang: n = 1 trivial, n = 2 durch Einsetzen:

(G<A) = (\/al cag < %)
(4611 CL2 a1 + a2)2)
= (0 < a1 — 2aq1a0 + a2 (a1 — a2)2)
Induktionsschluss:
Wir zeigen:
Q@ P,=PF,_

Q (Pn A Pg) = P,
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Beispiel (Forts.)

Q Sei
Damit:
n—1 n—1
[Tai) >
i=1 =1
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Beispiel (Forts.)

@ Es gilt:
2n n 2n
[e:~ (1T«) - IT »
i=1 i=1 i=n+1
P n a n 2n a n
n 1 7
S (s
i=1 i=n+1
n w 2n a n
7 7
- ((Zn) (~%)
=1 i=n-+1
2n 2n
2 2
Pl ™ a; 1 Z”:
_ -t — | = o
“\24~n 2n 4 !
=1 i=1
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4.8.2 Differenzenoperator

Definition 195
Der Operator

mit E(f)(z) := f(z + 1) heiBt Translationsoperator.
A f— A(f)
mit A(f)(x) := f(z + 1) — f(x) heiBt
(Vorwarts-)Differenzenoperator.
V. f=V(f)
mit V(f)(x) := f(x) — f(x — 1) heiBt
(Ruckwarts-)Differenzenoperator.
Mit I als dem Identitatsoperator, (also I(f) = f) gilt damit
A(f) = (E=D(/f)
V() =~ ET)(f)
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Sei a € Ny:
E*(f)() = (Eo Eo---0 B)(f)() = f( +a)
o
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Beobachtungen:
Seien P, (Q Operatoren € {E,I,A,V}, sei a € R.

(1)
(P+Q)(f) =P(f)+Q(f)
Q
(@P)(f) =a- P(f)
(3)
(QP)(f) = Q(P(f)), i-a. (QP)(f) # (PQ)(f)
Q
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Satz 197
Aus (4) folgt:

n ) = - _1\n—k n k T
A () (@) ( el (k)E)m()

k=
Beweis:
Klar. O
Beispiel 198
A = 22:(—1)2—k(2) B —0-2+8=6
z=0 = k
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4.8.3 Fallende Fakultat

Definition 199
Sei n € N. Dann gilt: xf;‘é —_1

rz—n ’
Damit fiir n = —1 ,, formal*:
;1 _ ].
z+1
Und fiir n ersetzt durch —n:
—n+1
—n _ J;nf—i_
r+n
=2 = !
(x+1)(x+2)---(r+n)
2" = !
(x=1(x—2)---(x—n)
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Lemma 200

Fiir alle n € Z gilt:
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Beweis:
(Wir zeigen nur 1.)

o n >0
Az™ = (z+1)" — 2™
=(z4+1) -2t —(z—n+1)-z
oen=2>0
Az = (z+ 1)~ =0=0-2
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o n < 0. Setze m := —n:

Ar ™ = (z + 1)~ — z=
1 1
(2 +2)(x+3) - (z+m+1) (z+1)---(z+m)
(x+1)—(z+m+1)

(x+1)---(x+m+1)

—m—1

=—-m-x
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4.8.4 Diskrete Stammfunktion

Definition 201
Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion
von g. Schreibweise: f = > g.

Satz 202

Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:

Zg fo+1) = f(a)

Beweis:
Wegen Af =ggilt g(i) = f(e +1) — f(7), also
b
Zg Z (i+1) = f@@) = fb+1) = f(a)
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Beispiel 203

firn # —1.
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Beispiel 204

Sei
f(:c)::Z:c_—l
Dann ist 1
fa+1) - f@)=a== —
fl@)= T4 a1 =. =4

Wir setzen 0. B.d. A. f(0) = 0, damit
f(z) = Hy

(harmonische Reihe).
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Beispiel 205

Es ist Aa® = a

bzw.
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o+l g% = (a—1) - a®.
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Beispiel 206
Was ist Y k2?7 Es gilt:

k=0
22 =22 + 2L,
Also:
n+1
S (L)
k=0
x§ xg n+1
(59
=0
(n+1)-n-(n—=1) (n+1)-n
= +
3 2
~n-(n+g)(n+1)

3

Diskrete Strukturen 4.8 Summation und Differenzenoperator
m Ernst W. Mayr



	Summation und Differenzenoperator

